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Algebra Lineal

OBJETIVOS GENERALES DE LA MATERIA:

Al concluir la materia el estudiante debera ser capaz de:

-Reconocer matrices y representar problemas en forma matricial.

-Realizar con destreza las diferentes operaciones posibles ente matrices.

-Calcular el determinante de una matriz, interpretar este valor y utilizar sus
propiedades convenientemente.

-Resolver cualquier sistema de ecuaciones lineales empleando la notacion
matricial por los diferentes métodos.

-Realizar las diferentes operaciones en el trabajo con vectores y aplicar las
propiedades de las mismas el la solucion de diferentes problemas
concretos.

CONTENIDOS MINIMOS:

Tema 1: Matrices.
1.1 Notacion matricial. Conceptos basicos
1.2 Tipos de matrices.
1.2.1 Matriz fila.
1.2.2 Matriz columna.
1.2.3 Matriz nula.
1.2.4 Matriz triangular superior.
1.2.5 Matriz triangular inferior.
1.2.6 Matriz diagonal.
1.2.7 Matriz escalar.
1.2.8 Matriz identidad.
1.2.9 Matriz simétrica.
1.2.10 Matriz antisimétrica.
1.3 Operaciones con matrices.
1.3.1 Matriz opuesta.
1.3.2 Matriz traspuesta.
1.3.3 Suma de matrices.
1.3.4 Multiplicacidon por un escalar.
1.3.5 Multiplicacion de matrices.
1.3.6 Combinaciones lineales.
1.3.7 Operaciones entre las filas de una matriz.
1.3.8 Matriz inversa (método de Gauss-Jordan)
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Algebra Lineal

Tema 2: Determinantes.

2.1 Definicion. Calculo de determinantes de orden 1; 2; 3
2.2 Propiedades del determinante.
2.3 Cdlculo de determinantes de orden n.
2.3.1 Evaluacién por reduccion en las filas.
2.3.2 Evaluacién por desarrollo de cofactores.
2.4 Matriz inversa (método de Cramer)

Tema 3: Sistemas de ecuaciones lineales.

3.1 Sistemas de ecuaciones lineales (SEL). Tipos de solucion.

3.2 Solucién de SEL compatibles indeterminados.

3.3 Representaciones matriciales de un SEL. Métodos de solucion.
3.3.1 Método de Gauss-Jordan.
3.3.2 Método de Cramer.
3.3.3 Método de la inversa.

3.4 Sistemas homogéneos de ecuaciones lineales.

3.5 Aplicaciones.

Tema 4: Espacios vectoriales.

4.1 Vectores en R R% R".
4.2 Operaciones con vectores.
4.2.1 Suma; resta y multiplicacion por un escalar.
4.2.2 Producto escalar de vectores.
4.2.3 Producto vectorial (cruz).
4.2.4 Aplicaciones.
4.3 Espacios vectoriales. Definicion.
4.4 Dependencia lineal entre vectores.
4.5 Espacio vectorial generado. Base y Dimension.

Tema 5: Transformaciones lineales.
5.1 La funcién transformacién lineal.
5.2  Propiedades de una funcién transformacion lineal.
5.3  Calculo de una funcion transformacion lineal.
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Algebra Lineal

TAMA 1: MATRICES.

Una matriz es un arreglo rectangular de nimeros ordenados en m-filas (horizontales) y n-
columnas (verticales) encerrados entre paréntesis o corchetes.

La notacién mas usada es A = [a;;] donde i es el nimero de posicion de la fila y j el de la

colunna.

El tamafo de la matriz se especifica usualmente escribiendo como subindice “mxn”

a11 a12 a13 - aln
a21 azz a23 - azn
A=la,, 4, a3 — a, ejemplo B=
_aml am2 a‘m3 - amn dmxn

Cuando m = n se dice que la matriz es cuadrada.

2 8 —15}
-5 27 0 | |

Diagonal principal: Solo existe en matrices cuadradas y es la linea formada por los

elementos a;; tales que i = j

Traza de ena matriz: es la suma de los elementos de la diagonal principal.

Traz (A) = a;1 + axp + as3 + ... + ann
TIPOS DE MATRICES
Matriz fila: Es una matriz de orden 1 x n.
A=[-1 2 6 -17]
Matriz columna: Es una matriz de orden m x 1.

12
A=| 0
-3

Matriz nula: Es una matriz cuyos elementos son todos “0”

>

Il
o o o
o o o

0
0
0
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Matriz triangular superior: Es una matriz cuadrada cuyos elementos aj; = o cuando i>j

3 -2 5
A=0 4 -6
0 0 7

Matriz triangular inferior: Es una matriz cuadrada cuyos elementos a;; = 0 cuando i<j

1 0 O
A=i4 -3 0
6 15 12

Matriz diagonal: Es una matriz cuadrada cuyos elementos a;; = o0 cuando i # j

W)

I
o o o
o = o
w o o

Matriz escalar: Es una matriz diagonal cuyos elementos a;; = k(k # 0) cuando i = j

3
E=|0
0

S W O
w o O

Matriz identidad: Es una matriz diagonal cuyos elementos @;; = 1 cuando i = j

1
|:[10} |=0
1o 1 “l0

0

Matriz simétrica: Es una matriz cuadrada donde @;; = @ para i # j

—
I
S O

S = O
- O O
S = O O
— o O O

S O = O

3 -2 5
A=|-2 4 -6
5 -6 7
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Matriz antisimétrica: Es una matriz cuadrada donde a;; = - a; para i#j y @; = 0 para i=j
0 -2 5

A=| 2 0 -6
-5 6 0

OPERACIONES CON MATRICES

Matriz opuesta: Sea A = [a;] su opuesta es — A = — [a;] = [ a;]
2 8 -15 -2 -8 15
A = —_ A =
[—5 27 0 } {5 ~27 o}

Matriz traspuesta: Sea A = [a;] de orden m x n su traspuesta se obtiene permutando
las filas con las columnas y se denota A’ o Al = [a;i] y es de orden n x m

2 -5
2 8 -15 t
A= A=l 8 27
-5 27 0
2x3 _15 O

3x2

Suma de matrices: Sean la matrices A = [a;;] y B = [b;] su suma se obtiene sumando
“elemento a elemento” A + B = [a; + bjj] y es del mismo tamafio.
Nota: Solo se pueden sumar matrices del mismo tamafo.

Seanlasmatrices

2 5 -7 8 1 56 0 -5 3
6 —3| ., 12 9] | 342}, -3 104 2 .

-5 13 1 0 9 i
A+B= C+D= A+C =noexiste
18 6 o 0 108 42X3

Multiplicacién por un escalar: El producto de una matriz A = [aj;] por un escalar “k” se

obtiene multiplicando cada elemento de la matriz por dicho escalar k'A = [k-a;]

Nota: En el trabajo con matrices se acostumbra a llamar escalar las cantidades numéricas
independientes.

Seanlas matrices

2 5 1 5 -6 6 15 -5 =25 30
A= C= 3. A= —5.C=

6 -3 34 2, 18 -9 15 -20 —-10
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Multiplicacion de matrices: El producto de dos matrices solo es posible cuando el
numero de filas de la segunda matriz es igual al nimero de columnas de la primera.

Sean las matrices A = [aj]mxp Y B = [bjjlpxn €l producto es pasible porque el nimero de
filas de B es p y es igual al nimero de columnas de A. La matriz resultante C es del orden

mxn C = A'B = [Cj]mxn Y Sus elementos se obtienen multiplicando los elementos de
las filas de A por los elementos correspondientes de las columnas de B y sumando
estos productos.

Cij = ail'blj + aiz'sz + ai3'b3j +...+ aip'bpj

p
Ci = D2 by
k=1

1 6 5 4 -8 33 2
A=2 0 3 B=-1 0 C=A-B=|29 -10
3.4 2], T2, 22 =20

Ejemplo: ¢, =3-(~8)+4-0+2-2=-24+0+4=-20

Combinaciones lineales: Se dice que una fila de una matriz es combinacion lineal de las

otras, si existen numeros reales ki; ka; ks;...; k, tales que la fila dada es la suma de los
productos de cada nimero real por cada una de las otras filas de la matriz.

En la matriz :
3 -2 4 6 |filal
A=|5 7 2 1 (fila2
-1 -20 8 16|fila3

La fila 3 es una combinacion lineal porque se puede expresar como:
Fila 3 = 3+(Fila 1) — 2+(Fila 2)
Operaciones entre filas de una matriz:

Entre las filas de una matriz se pueden realizar las siguientes operaciones sin que la matriz
resultante deje de ser equivalente a la matriz original.

1. Permutar dos filas de la matriz.

2. Multiplicar una fila por un nimero real diferente de cero.

3. Sumar o restar a una fila una combinacion lineal de una o varias de las demas filas
de la matriz.
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Inversa de una matriz:

En el trabajo con nimeros reales se puede sustituir la division de un nimero “a” entre un
numero “b” por el producto de “a” por el inverso de “b".

No se ha definido un método para dividir matrices directamente pero si podemos encontrar
una matriz inversa a la dada entonces podemos definir (en los casos que sean posibles) la
divisién de una matriz A ente una matriz B como el producto de A por la matriz B donde

B! es la matriz inversa de B.

Uno de los métodos mas utilizados para encontrar la inversa de una matriz es el método de
Gauss-Jordan y consiste anotar una matriz identidad correspondiente al lado de la matriz
dada, luego realizar transformaciones en las filas de ambas matrices hasta convertir la
matriz dada en identidad, luego la matriz resultante de las transformaciones realizadas en
la identidad sera la inversa de la matriz original.

Analice el siguiente esquema que resume el proceso descrito para hallar la enversa de “A".

I./A*

Anxn/In . operaciones entre filas :

Nota: Solo se puede hallar la inversa de matices cuadradas.

Ejemplo: Hallar la inversa de la matriz A.

13 3 1331 00
A=[1 4 3| = |1 4 3010
13 4 13 4/0 0 1
1331 00
01 0=11 O0|F2=F2—FI
0 0 1-1 0 1|F3=F3-FI
1 3 04 0 -
F1=F1-3F3
01 0-1 1
00 1-10
10 07 -3 -3 7 -3 -3
F1=F1-3F2 L
01 0-1 - A'=|-1 1 0
00 1-1 0 1 0 1
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Propiedades de la aritmética matricial:

Suponiendo que los tamafos de las matrices son tales que sea posible realizar las

operaciones indicadas:
A+B=B+A
A+B+C)=(A+B)+C
A(BC) = (AB)C
A(B + C) = AB + AC
(B+CA=BA+CA
a(B+ C) =aB + Ac

(@a+b)C=aC+ bC
(ab)C = a(bC)
a(BC) = (aB)C

TAMA 2: DETERMINANTES.

A+0=A
A-A=0
AO=0
OA=0
Al,=A
InA=A

i R |
AA- =AA=1

En estudia anteriores se ha trabajado con funciones reares de variable real por ejemplo
f(x) = 3x — 2 es una funcidn que a un numero real x asocia un valor real f{x).
El determinante es una funcidn que asocia un nimero real a una variable matricial y se

define como det (A).

e El determinante de una matriz de primer orden (formada por un nimero real) es el

propio numero real.

e El determinante de una matriz de segundo orden es el producto de la diagonal
principal menos el producto de la diagonal secundaria.

Si:  A=[a] B:{

detA)=a  det®)=a-d—c-b

Ejemplo B—34
Jemp =7 s

det()=3-5- 7-4=—13

El determinante como un nimero real asociado a una matriz cumple las siguientes

propiedades:

1. Si una matriz A tiene una fila o columna cuyos elementos son todos “0” entonces

el det(A) =0

) 2 -3
Si: A=

det(A) =0
det(B) =0

2. Si una matriz A tiene dos filas iguales, det(A) = 0

) 2 7
Si: A=

} det(A) =0

det(B) =0
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3. Si A es una matriz cuadrada, det(At) = det(A)

Si: A:{2 _3} At_{2 4} det(A") = det(A)
45 -3 5

4. Si A es una matriz triangular, det(A) = @11+a@2°a33*...*Ann

1

. 2 -3
Si: A= B=|2
0 5 3

5. Si una matriz B es el resultado de sumarle a una fila de la matriz A un multiplo de
otra fila, det(A) = det(B)

det(A)=2-5=10
det(B)=1-4-6=24

wn O
N O O

det(B) = det(A)

. ) 1 -2
Si: A= B= 8—(-2) = 4—(-6)
3 4 1 8| F2=F2-2F1
10=10

6. Si B es el resultado de intercambiar dos filas en una matriz A, det(A) = — det(B)

) 1 -2
Si: A=

7. Si una matriz B es el resultado de multiplicar una fila de la matriz A por un escalar
k entonces det(B) = k+det(A)

o2

Si A 'y B son matrices de igual tamano, det(A+B) = det(A)-det(B)
det(A + B) # det(A) + det(B)

det(A™) = detl(A)

Nota: Si la matriz A es inversible (1 det(A) # 0

det(A) = —det(B)
3 47 Fl=F2
B= 4—(—6)=—-6-4)
1 -2| F2=Fl
10=—~-10)=10

det(B) =3-det(A)

B—F _2} 12—(-18) =3-[4—(~6)]
19 12| F2=3-F2 BN
30=3-10=30
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Métodos de evaluacion de determinantes de orden “n”.

e Por reduccion (con operaciones elementales entre filas).

Este método consiste en transformar la matriz en una matriz triangular realizando
operaciones en las filas y teniendo en cuenta las propiedades de los determinantes se
obtiene el determinante a partir de determinante de la matriz resultante.

Ej. Setransformade A= B
2 3 5 2 3 5 2 3 5
Sea A= 4 -1 6 |=|0 -7 -4|= B=|0 -7 -4
-2 4 -3 0o 7 2 0O 0 -2
F2=F2-2F1 F3=F3+F2
F3=F3+Fl
Como las operaciones realizadas no afectan, det(A) = det(B) =2+(-7)+(-2) = 28
Ej:
0 -1 4
Sea A=|4 5 -2
3 1 7
0 -1 4 4 5 =2 4 5 =2 4 5 =2
detA=det4 5 -2|=-def0 -1 4 :—ldetO -1 4 :—lde 0 -1 4
3 1 7 0—23—4 40—1134 400—10
L 4 4 ]
FI=F2; F2=FI F3=4F3 F3=F3-11F2
F3= F3—E F2 ! se multiplica
4 4

(-) seentercamhan filas una fila por 4
detA= —1[4-(—1)-(—10)] = —1(40) =—10
4 4
‘detA: -10

De una forma sencilla se puede simplificar este método mediante el uso de de la siguiente
expresion:

det(T) es el det de la matriz triangular obtenida
Donde: "n"es ennumero de veces que se intercambian filas
"k" es el producto de todos los escalares multiplicados

det(A) :M

e Por desarrollo de cofactores en filas o columnas (regla de Cramer).
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Para explicar este método es necesario primero que es un menory que es un cofactor o
complemento.

Si A=[ajj]nxn Y M=[Mij](n - 1)x(n - 1) €S la matriz obtenida de suprimir de A la i-ésima fila y
la j-ésima columna, al detM se le conoce como menor del elemento a;; de Ay al escalar
i = (-1) ' +detM se le denomina cofactor.

a, &, a,
Sea: A= Ay QA dy
a, a, a;
+ a22 a23 1+2 a21 a23 143 a2l a22
¢, =" = (" ¢, =(-1)"
. a, a a, a; ’ a, a,

El determinante de una matriz de orden n es la suma de los productos de los elementos de
una fila o columna por su correspondiente cofactor.

Desarrollando en la fila 1
detA = a;;+Cy3 + @12+Cyp + A13°Cy3

G = (_1)1+3 : ?

B O

¢, =1(58-4.6)=16 c,=-12-8-1-6)=—-10 ¢, =1-(2-4-1-5)=3
detA=3-16+1-(~10)+(-4)-3

detA=48-10-12

detA=26

Inversa de una matriz usando determinante:

Dada una matriz cuadrada A, se llama matriz adjunta de A, y se representa por adjA, a la

matriz a la matriz que se obtiene de reemplazar cada elemento de A por su
correspondiente cofactor. Luego la inversa de A se puede calcular por la siguiente formula:
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— - t
Al = -(adjA)
det A
Ej:
2 -3 1]
Sea A={4 0 -2
3 -1 -3
-3 1 2 -3
detA=4-(-1) | 3+(—2)-(—1)3 1:—4(9+1)+2(—2+9):—40+14
det A=-26
o -2 4 -2 4 0]
Tl 23 To—3 oo
3 . 23—26—4 -2 -10 6
adjA = | - + - =[-10 -9 -7| (adjAf =| 6 -9 8
e A SO T 6 8 12 4 -7 12
-3 1 2 1 2 -3 I
+ - +
o -2 4 -2 |4 of]
1 -2 -10 6
=6 -9 8
-26
4 -7 12

TAMA 3: SISTEMAS DE ECUACIONES LINEALES.

Ecuacion lineal: Lineal es una igualdad donde hay una o mas incdgnitas o cantidades
desconocidas.

Resolver una ecuacion consiste en encontrar el valor o los valores de las incdgnitas para los
cuales se cumple la igualdad.

Cuando una ecuacion lineal tiene una sola incdgnita entonces tiene una sola solucion y se
resuelve despejando la incdgnita o variable.

Cuando una ecuacion lineal tiene mas de una incégnita entonces tiene muchas soluciones
(infinitas en la mayoria de los casos) porque al despejar la una variable esta queda en
funcidn de la otra. Para resolverla es necesario asignar el valor de un parametro a una
variable, luego las demas variables quedan en funcion del parametro asignado.

12-2x
S
12-2t
Y=73

2Xx+3y=12 = despejando y: =

Si asignamos el valor"t"a x: la solucion sera: x=t;
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Sistemas de ecuaciones lineales: Se le llama asi cuando si tienen mas de una ecuacion
con mas de una incdgnita, en este caso se pueden dar tres posibles soluciones:

a) Que el sistema tenga una sola solucion (compatible y determinado)
b) Que el sistema tenga mas de una solucién (compatible indeterminado)
c) Que el sistema no tenga solucién (incompatible)

Como una ecuacion lineal representa una linea recta, las soluciones pueden interpretarse
de la siguiente manera:

a) Compatible y determinado (rectas que se cortan)
b) Compatible indeterminado (rectas equivalentes o coincidentes)
c) Incompatible (rectas paralelas)

a) b c)

Existen varios métodos para resolver sistemas de ecuaciones lineales de 2 0 3
ecuaciones con 2 o 3 incégnitas. En este curso no se trabajaran los ya aprendidos en
materias anteriores a excepcion del método de Cramer el cual se extendera a
sistemas de n-ecuaciones con n-incognitas.

En forma general un Sistema de ecuaciones lineales (SEL) de m-ecuaciones con n-
incognitas se puede escribir:

di1i1Xy + dpXo+ ... + aipXn = b1
AyXy +an Xo+ ... + axXs = by

AmiX1 + AmaXz2 + ... + AmnXn = bm

A los términos ai1, aiz, ... aimn, Az, ... (en general a;) se les llama coeficientesy a los
términos by, by, ... by, se les llama términos independientes.

Como en este curso se estudiara el uso de las matrices y determinantes para
resolver SEL, veamos a continuacion con un ejemplo dos formas de escribir un SEL
con representacion matricial.

X1+ Xo+2X3 =8

—X1—2X%X+3x3=1
3X1—7Xo+4x3=11
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Notacion de matriz ampliada
1 1 2:8

-1 -2 3:1

3 -7 4:11

Métodos de solucion:

1. Método de Gauss.

Notacion Ae X =B

|
-1
3

1

2| | X 8
1

-2 3|elX, |=
=7 4| | X 11

El método de Gauss consiste en convertir la matriz ampliada del sistema de
ecuaciones en otra escalonada (convertir en triangular la parte de los coeficientes de

la matriz).

X;—X, =X, =3
2X, + Xy +4X, =2
2%, =X, =3

X, +X, +X;,=0

1 -1 0 -1 3 ]
transforma ciones

o 2 1 4 =2

= elementales =
2 0 0 -4 3 .

en las filas

1 1 1 0 0
sustituyendo y despejando = x4=§; X, =0;

2. Método de Gauss -Jordan.

-1 0 -1 3
2 1 1 -2
0o -1 -3 -1
0 0 -3 -1]
5 5

__; XIZ_

3 3

El método de Gauss-Jordan consiste en convertir la matriz ampliada del sistema de
ecuaciones en una matriz escalonada y reducida (convertir en identidad la parte de

los coeficientes de la matriz).
X +X +2X% =9

2X, +4X, =3%, =1

3X, +6X,—5%, =0

11 2 9
2 4 -3 1 =
36 -50

transformaiones

14

1
= 0
0

00 1 X =1
1 0 2] S={x=2
01 3 X, =3
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3. Meétodo de Cramer.

El método estudiado en cursos anteriores es aplicable a SEL de n-ecuaciones
con n-incdgnitas.

4. Meétodo de la inversa.

Consiste en escribir el SEL de la forma A+X = By luego resolver X = A2 +B
aplicando la multiplicaciéon de matrices.

X, —2X, +3X;, =4
3X, +4X, —X; =2
2%, —3X, +4X%, = -1

1 -2 3 X, 4 se calcula la inversa 13 -1 -10
2 4 —lle|x, |=|2 de la matriz delos = A'=——|—14 -2 10
13 -3 4 X, -1 coeficientes =17 -1 10
X, 13 -1 -10] [ 4 X =6
X, =_+0—14 —2 10 |e| 2 = {x=7 0 S=(-678)
X, ~17 -1 10 | |-1 X, =8

Sistemas homogéneos de ecuaciones lineales:

Cuando en un SEL todos los términos independientes son “0” se dice que el sistema
es homogéneo y puede tener:

a) Una Unica solucion que es S = (0; 0; ... ;0) (Solucion trivial)
b) Infinitas soluciones no triviales ademas de la Solucion trivial.

Por lo general se resuelven por Gauss —Jordan.

TEMA 2: ESPACIOS VECTORIALES
VECTORES:

Llamamos magnitud fisica a aquella propiedad de un cuerpo que puede ser medida. La
masa, \a longitud, la velocidad o la temperatura son todas magnitudes fisicas. El aroma o la
simpatia, puesto que no pueden medirse, no son magnitudes fisicas.

Para muchas magnitudes fisicas basta con indicar su valor para que estén perfectamente
definidas. Asi, por ejemplo, si decimos que José Antonio tiene una temperatura de 38 °C,
sabemos perfectamente que tiene fiebre y si Rosa mide 165 cm de altura y su masa es de
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35 kg, esta claro que es sumamente delgada. Cuando una magnitud queda definida por su
valor recibe el nombre de magnitud escalar.

Otras magnitudes, con su valor numérico, no nos suministran toda la informacién. Si nos
dicen que Pedrol corria a 20 km/h apenas sabemos algo mas que al principio. Deberian
informarnos también desde donde corria y hacia qué lugar se dirigia.

Estas magnitudes que, ademas de su valor precisan una direccién se llaman magnitudes
vectoriales, y se representan mediante vectores. En este tema estudiaremos los
vectores y sus propiedades.

Moédulo

Direccion

»
»

Punto de aplicacién Sentido

Podemos considerar un vector como un segmento de recta con una flecha en uno de sus
extremos. De esta forma lo podemos distinguir por cuatro partes fundamentales: punto de
aplicacion, modulo (norma o intensidad), direccion y sentido. Si dos vectores se diferencian
en cualquiera de los tres ultimos elementos, (intensidad, direccibn o sentido), los

consideraremos distintos.
/
: o

mientras que si sdlo se diferencian en el punto de aplicacién los consideraremos iguales.

[ ———
P—

Siempre es posible dibujar dos vectores con la misma direccién pero sentido opuesto. Si
ademas tienen la misma intensidad decimos que son vectores opuestos, ya que se
anularian uno a otro.

< °
® >

Ya sabemos como podemos representar las magnitudes vectoriales. Pero si deseamos

poder trabajar con vectores, no podemos conformarnos con una representacion grafica de

ellos, necesitamos poder expresarlos de forma numérica, tanto para poder operar mas
cdmodamente como para poder estudiarlos mejor.

A

Y X1
Cualquier vector puede dibujarse en un plano, si lo Ge)

colocaramos de tal forma que su punto de aplicacion
coincida con el origen de coordenadas, el extremo del
vector, coincidira entonces con un punto del plano, el punto

(x, y).

v
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Algebra Lineal

Cualquier punto (x, y) determina el vector que empieza en el origen de coordenadas y
termina en él propio punto. Analiticamente, representaremos el vector por el punto que
determina su final. A las coordenadas del vector las denominaremos componentes, y
todo vector estara asi definido por dos componentes, una x y otra y, que seran las
componentes cartesianas del vector.

Ademas de por sus coordenadas cartesianas, existe
otra forma de determinar numéricamente un vector:
indicando su intensidad y el angulo que forma con el
eje de abscisas. Estas (modulo y angulo) son las
coordenadas polares de un vector. En muchas
ocasiones, es mas conveniente trabajar con
coordenadas polares que con coordenadas cartesianas.

A
v

Conocidas las coordenadas polares de un vector, determinar sus coordenadas cartesianas
es inmediato aplicando la trigonometria.

X=M-cosa; y=\M-sena

La determinacion de las coordenadas polares del vector a partir de sus coordenadas
cartesianas es también inmediata por trigonometria.

v|=/x*+y?; a=tag "L

X
VEVTORES Y MATRICES:

Un vector puede ser representado como una matriz fila 0 una matriz columna, asi de igual
manera las filas y columnas de una matriz pueden ser consideradas como vectores.

Operaciones con vectores:

Suma: La adicion de vectores suma vectores y produce como resultado wn vector. Esta
operacién se puede realizar, tanto graficamente (como se ha estudiado en cursos
anteriores) como analiticamente.

Nota: Es objetivo de este curso trabajar mas de esta Ultima forma.

Para sumar dos o mas vectores en forma analitica es necesario primero expresarlos en

coordenadas cartesianas y luego se suman como matrices filas (componente a
componente). Solo se pueden sumar vectores de igual tamafio.

Ejemplo: Sean los vectores:
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v=(53); u=(=2,7); r:r|=12ya=35"; t:ft|=7ya=60°
V+U=[5+(-2);3+7]
V+Uu=(3;10)

X, = |r|-cos & = x, =12-cos 35" = 9,83
y, =|r|-sen & = y, =12-sen 35° = 6,88 = r =(9.,83; 6,88)
X, =|t|-cos @ = x, =7-cos 60° =35

yo=|t|-sena =y, =7-sen 60" =6,06 =  t=(3,5;6,06)

r+t=(983+3,5; 6,88 +6,06 )
r+t=(13,33;12,94)

Como toda operacion, la adicién de vectores tiene unas propiedades que nos facilitan su
realizacion:

Propiedad conmutativa v+w=w+v

Propiedad asociativa (v+w)+u=w+ (v+u)
Elemento neutro v+0=v

Elemento opuesto v+ (-v)=0

Multiplicacién por un escalar: Un vector puede ser multiplicado por un escalar y en ese
caso cada componente del vector queda multiplicada por el escalar.

Sea: v=(3;11)
5.v=(5-3;5-11)
5v =(15; 55)

Graficamente significa multiplicar el modulo del vector:

\
)

® >

3v
La multiplicacién por un escalar también cumple ciertas propiedades:
Sean U; V; W vectores y k; | escalares:

Asociativa Ke(l+U) = (kel)+U
Distributiva ke(U + V) = keU +K+V

(k+1)+V =keV + |V
Elemento neutro 1«W =W
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ESPACIOS VECTORIALES

Estamos acostumbrados a representar un punto en la recta como un ndmero real; un
punto en el plano como un par ordenado y un punto en el espacio tridimensional como una
terna o trio ordenado. Pero si reconocemos un conjunto de nimeros ordenados (ai; a»;
a3; @4) como un punto en el espacio tetradimencional, aun cuando esta idea no se pueda
concebir geométricamente mas alla del espacio tridimensional, es posible entenderlo

considerando las propiedades analiticas de lo nimeros en lugar de las propiedades
geomeétricas.

Un espacio vectorial no es mas que un conjunto no vacio de n-vectores ordenados que
cumple con las propiedades de cierrey las antes mencionadas para la sumay la
multiplicacion por un escalar. Se denota por R" y se clasifican asi:

R! = espacio unidimensional, linea recta real.
R? = espacio bidimensional, pares ordenados.
espacio tridimensional, terna ordenadas.

espacio n-dimencional, n-adas ordenadas.

A0
> w
n

Propiedad de cierre: Define que al operar dos elementos de un conjunto el resultado debe
pertenecer al conjunto asignado en la operacion.

Sean U; V; W vectores que pertenecen a R" y k; | escalares:

Propiedad de cierre para la suma V+WER?

Propiedad conmutativa V+Fw=w-+yvV

Propiedad asociativa (v+w)+u=w+(v+u)
Elemento neutro v+0=v

Elemento opuesto v+ (-v) =0

Propiedad de cierre para la multiplicacion por un escalar k¢ W € R®

Asociativa Ke(l+U) = (k+l)+U
Distributiva ke(U + V) = keU +K+V

(k+1)+eV =keV + |+V
Elemento neutro 1-W=W

Producto escalar: El producto escalar; (producto punto o producto interior euclidiano) es
un tipo de multiplicacion definida entre vectores que es muy Util para aplicaciones a
problemas reales ya que asigna un valor real a una operacién entre vectores y se define de
la siguiente manera:

A\W /4 A\ /4

Ejemplo: Sean v=_vy Vv2);u=(uy uz) yO:Eselangulo entre “v'y"u
U-V=‘u‘ M -cos @
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También se define en funcion de sus componentes cartesianas.
Uu-v=u-v,+u,-v,

Andlogamente se extiende para el espacio vectorial R™
Sean V=_V1 V2 .. ; V)
u=(Uuy Uy ...; Un)

U-v=u,-V,+U, -V, +---U, -V

n n
Propiedades del producto escalar.

n n

Sean: “v"; "u”y “w"” vectores y k un nimero real:
Vel = UV
kveu = veku
Ve(u+ W) =veu + Vew
vev=0

mn,n A\ n

Nota: Si dos vectores "u” y “w"” son perpendiculares u-w = 0

Producto cruz de vectores: Es un tipo de multiplicacion que se define para el espacio
vectorial R® la cual es muy usada en la solucidn de problemas en los que es necesario
definir un vector que sea perpendicular (ortogonal) a otros dos vectores.

Seanv = (vi; V2; V3 ) y u = ( Uy} Uy U3 ) vectores que pertenecen a R®
El producto v x u es un vector que pertenecen a R® y es perpendicular a “v” y a “u”, su
sentido se puede determinar utilizando la regla de la mano derecha:

Se determina formando una matriz cuya primera fila son las componentes del primer vector
y la segunda fila son las componentes del segundo vector, luego cada componente del
vector resultante es el determinante de la matriz que se obtiene de suprimir en la matriz
formada la columna correspondiente a la componente que se busca cambiandole el signo a
la segunda componente:

V=(V,;V,;V,) Vi, 'V, V vV, V vV, V| |V, V
1 2 3 — 1 2 3 VXU = 2 3;_ 1 3; 1 2
u=(u;u,;u;) u, u, U u, Us U Uy U U,
Ej:
v=(1,2,-2) 1 2 -2 2 =21 1t =2l 2
= VXu = ; — ;
u=(3,0;7) 30 7 0o 7 3703 0

vxu=(14;-13;-6)
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Nota: Las componentes del producto u x v tienen los mismos valores pero con signos
contrarios:

uxv=_(-14;13;6)

uy vson paralelos Si uxv =0.
las propiedades del producto cruz:

uxv=-—(vxu); ux(v+w)=(uxv)+uxw)
uxu=0; (u+v)xw =(uxw) + (vxw)
ux0=0xu=0; k(uxv)=kuxv=uxkv

Algunas aplicaciones de vectores:

El angulo 6 que forman dos vectores se puede calcular combinando las formulas del
producto escalar, por la siguiente expresion:

Ejemplo: Sean v =(vy;v2) yu=(uy uy)
a4 Vi-up+v,-u,
V|- |u]

La distancia entre dos puntos se puede determinar utilizando la formula del modulo de
un vector |v| = 4/ x*> + y? considerando el vector que une al punto Pi(xi; y1; z1) con el
punto P2(X2; Y2; z2) como la diferencia entre los vectores OP, — OP;

@ = cos

d =06 =% +(y, -] +(z.—2f

El area de un paralelogramo cuyas aristas no paralelas sean consideradas como
vectores en R® v(vi; V2; v3) y u(us; Uy; us) puede ser calculada como el modulo del
producto cruz entre ambos vectores y el area de un triangulo como la mitad.

=|vxu| Ar:%\vXu\

A\t /4

Combinacion Lineal: Se dice que un vector “v” es una combinacion lineal de los

vectores vy, Vy, V3, ..., Vh €0 un espacio vectorial R" si existen nimeros reales ki, ka, ... kn
tales que “v” pueda ser expresado como:

V = kivy + kovs + k3vs +... + Kkpv,

A\ WY /4

Para comprobar si el vector “x” es combinacién lineal de v, u, w € R>:
Se plantea un sistema homogéneo de ecuaciones lineales para:
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kiv + kou + ksw = x
Ki( vi; v2; v3 ) + ka( ug; ug; us ) + k3(wy; wa; wi) = (X1 X2; X3)

k1’V1 + k2‘U1 + k3‘W1 = X1
k1’V2 + kz’Uz + k3‘W2 X2
kKisvs + koeus + k3ews = X3

Si el sistema tiene solucién el vector x es combinacion lineal de v, u, w.

Dependencia e Independencia Lineal: Se dice que los vectores vy, vy, V3, ..., Vh SOn
linealmente dependientes si existen infinitas combinaciones lineales de estos vectores
que den como resultado el vector 0.

Si la Unica combinacion lineal que da este resultado es aquella en la que k; = k; = ... = ky,
entonces se dice que los vectores son /inealmente independientes.

0 = kivy + kovo + k3vs +... + kpVp

Ejemplo: Para comprobar la dependencia Lineal entre los vectores v, u, w € R>:
Se plantea un sistema homogéneo de ecuaciones lineales para:

kiv + kou + ksw =0
Ki( vi; v2; v3) + ka( ug; uz; uz ) + k3(wy; wo; ws) = (0; 0; 0)

kKisvi + koeu;s + ks*w; =0
k1’V2 + kz'Uz + k3‘W2 =0
kisvz + ko*us + kz*w3s =0

Si este sistema solo tiene la solucion trivial los vectores son /inealmente independientes.
Si tiene infinitas soluciones entonces son /inealmente dependientes.

Espacio vectorial generado: Se dice que los vectores vy, v, V3, ..., Vs generan un
espacio vectorial V si cualquier vector “b” de dicho espacio se puede escribir como
combinacién de los vectores dados.

b = kiv; + kovz + k3v3 +... + Kpvp,

Base y Dimension de un espacio vectorial: Un sistema de vectores libre, que
permite generar todos los vectores de su espacio vectorial es una base.

Todo espacio vectorial tiene al menos una base.

El niUmero de elementos de una base de un sistema de vectores se llama dimension
del espacio vectorial.

Por ejemplo: Los vectores (0,0,1), (0,1,0) y (1,0,0) son la base que se utiliza
normalmente en un espacio de tres dimensiones.
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TRANSFORMACIONES LINEALES

La transformada lineal es una funcion vectorial de variable vectorial w = f (v).
Donde: — El espacio vectorial "v” es la variable independiente
— El espacio vectorial "w"” es la variable dependiente

Si V y W son espacios vectoriales y F es una funcién que asocia un vector Unico en
W para cada vector de V, se dice entonces que F aplica V en W y se escribe:
F:V-W

Ademas si se escribe w = f(v) se dice que w es la imagen de v bajo f.

Definicion. La definicion de transformacion lineal dice que todo espacio vectorial en
V y W se puede hacer transformacion lineal si cumplen con los axiomas de la
distribucion bajo la suma T(w + v) = T(u) + T(v)y la multiplicacién por un
escalar T(k-u)= k-T(u). Cumpliendo con lo anterior la transformada lineal tiene sus
propiedades que son:

1) T(0) 0
2)  T(v) = -T(v)
3) T(v-u) = T(v)-T(u)

Siv=rcv:+ vy + ... + vy entonces v = c; T(vi)+ G T(V2)+ ... + ¢y T(Vn).

Ejemplo: Sea la funcién f{v) = (x; x+y; x-y) una funcién F: R> - R®
Para v =(x y)y v=(x7y) —U+V=(X+Xy+Y)
— ku = (kx; ky)
Si se prueba:
Flu+Vv) =[x+ x5 (x+x)+(y+y); xX+x)=(y +Y)]
=X+X;X+X +y+y;x+x-y-VyT]
[X; x +y; x=y] + [X; X' + Yy, x=V]

F(u + v) = F(u) + F(v)
F(ku) = (kx; kx + ky; kx — ky)
= [kx; k(x +y); k(x—y)]
= k(x; x +y; x—y)
F(ku) = kF(u)
Entonces F: R> — R3es una transformacién lineal.

Ejemplo: Dados las transformaciones para los puntos (2,-1); (-1,1) y conociendo que
la funcién es transformacion lineal, encuentre la expresion de la funcion.

F(zl-l) = ('1/ 1/ 2)
F(_lll) = (21 OI 1)

Como se sabe que la funcidn es transformacién lineal entonces los vectores (2,-1) y
(-1,1) forman una base de R?y por lo tanto generan al espacio, luego:
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X ¥) =ki(2,-1) + k2 (-1,1)
(x, ¥) =(2k;, — ki) + (- k3, k2)
x v) =(2ki— k2, — ki + kz) de donde se obtiene:

X =2k = /(2

y=—ki+ K> resolviendo €l sistema de ecuaciones para K; y k.
ki=x+Yy

kKr=x+2y planteando la transformacion para el vector general:

Fx y) = Fl ki (2,-1) + k2 (-1,1) ]

F y) = ki (2,-1) ]+ F k2 (-1,1) ]

Fx, v) =ki [(2,-1) + k> F(-1,1) sustituyendo K; y kz por sus valores y
remplazando F(2,-1) y F(-1,1):

Fox y) =(x+y)(-1, 1, 2) + (x +2¥)(2, 0, 1)

Fx, y) =(x-y,x+y,2x +2y) + (2x +4y, 0, x +2y)

Fx, v) =(x-y+2x +4y, x + y, 2x +2y +x +2y)

Fix y) = (x+3y, x +y, 3x +4y) comprobando:

F(Z/'-Z) = (']/ -Z/ 2)
F-11)=( 0 1) se verifica la funcion:
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PRACTICO # 1 (OPERACIONES CON MATRICES)

1. Considerando las siguientes matrices:

30
4 —1 1 4 2
A=[-1 2 B - C-
0 2 315
11
1 5 2 6 1 3
1 -2 35
D=|-1 0 1 E=|-1 1 2 F-
4 -3 0 7
3 2 4 4 1 3
~ L ~ L
G—[gij]4x3/ 9ij =11 H—[hij]m/ hj =i

Determine cuando sea posible y justifique su respuesta cuando no lo sea.

a)3C-D b) (3E)D c) (AB)C
d) A(BC) e) (4B)C + 2B fyD + E?
g) GH™ — 2F" h) (3H + 1/,C) — BAT

2. Dadas las matrices, Que valor debe tomar “x” para que el elemento a.b 3, = 14

1 2 3 4 2 10 11 0 -5
7 =5 11 3 7 11T 20 -1 35
A: B:
-9 X -6 -23 -5 X 17 13 3
0 -4 5 8 4 -3 2 2 -9

PRACTICO # 2 (INVERSAS)

Encuentre la inversa de las siguientes matrices: (A, B, E, F) por el método de Gauss-
Jordan y las demas por el método de los cofactores.
5 8
D=
-7 11

1 2 2 -1 1 2
A: B: C:
0 J L —3} {3 4}

0 -2 -3 1 2 3 1 2 3 1 =1 0
E={1 3 3| F=|2 5 3| G=|-1 0 4| H=[3 -2 0
-1 -2 -2 1 0 8 0 2 2 5—%1
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PRACTICO # 3 (DETERMINANTES)

1. Calcule (por simple inspeccion) el determinante de las siguientes matrices:
-4 23 13 4 4 21 -7
1 4 0 1 3 5
5 —-12 7 =2 0O 3 -1
A= 3 11 0| B= C=41 11 21 D=
0 0 0 0 0O 0 -2
-2 50 -3 -9 -15
-12 6 -17 3 0 O 0
2. Calcule el determinante de las siguientes matrices:
0 0o 2 -3 2 3 4
4 -5 -1 -3 1 2
-3 20 3 0 4 -6 8
A= 0 3 2 B= C=|6 2 1| D=
0 0 0 1 -5 7 -3
-2 1 3 -9 1 2
0 5 -1 2 0 4 2
3. Dadas la siguientes matrices, evalué las expresiones indicadas teniendo en

cuenta las propiedades de los determinantes:

1 2 2 -1 1 0 50
A= B = C = D=
0 1 6 -3 3 4 0 5
1 -2 -3 1 2 3 1 20 1 0
E={0 3 3 F=12 4 6| G={2 0 2| H=|-2 3
-1 2 -2 4 8 12 0 2 2 -3 3
a) Y =(det Ay —3detB+detE
b) Y =5(detH) —5(det E)’
c) Y =detC-D—(detC-detD)+detF
d) Y =detF +detF'
e) Y =(detF +det B)—det(F +B)
4, Determine los valores de x en las siguientes matrices para su
determinante sea “cero”:
LI
{2+x 2x—1} {2x—3 o} 2 {2x —3}
A= B = C=|0 x-3 -17| D=
4 3 1 x+1 -3 2x
0 0 2X
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5. Sabiendo que det (A) = 4 y det (C) = =3. Aplique las propiedades
correspondientes y calcule los determinantes de las matrices "B” y "D”".
Justifique su respuesta.

1 2 3 8 16 24 a b c a b c
A=(0 -1 2|B=|0 -1 2| C=|d e f D=|{d-3a e-3b f-3c
2 3 4 2 3 4 g h i -29 -2h =2

PRACTICO # 4 (SISTEMAS DE ECUACIONES)

1. Considere que siguientes matrices representan sistemas de ecuaciones y
resuélvalos.

100 2 -1

100 2 1—57—2%2 1020 3
010 -4 8

alo 1 0 -3 b0 3 0 3 0 0) o130 0
001 5 9

001 5 00 2 1 2 0001 -2
000 0 -2

2. Resuelve los siguientes sistemas por el método Gauss.

X+y-z=0 2X, +5X, +3X, =28
a)ix—-y-2z=1 b) 13X, +2x, +4x, =35
X=2y-3z=0 X, +7X, +5%, =29

3. Resuelve los siguientes sistemas por el método Gauss — Jordan.

X, +X, +2X;, =8 X, — X, +2X; —2X%, =11
a) {— X, —2X, + 3%, =1 b) 12X, — X, =2X; —2X, =2
3X, —=7X, +4x, =11 =3X, = 7X, +4x, =8

X, —3X, +2X;, =0
C)y—X, +7%X, +0x, =0 d){
=X, —2X, +3X, =0

X, — X, +2X;, —2X, =0
3X, = 7%, +4%x, =0

4. Resuelve los siguientes S. E. L. Por la formula X = A . B

I, +31,=23 2X, +5X, +3%, =28
a)sl,=1,=-1,=0  b){3x, +2x, +4x, =35
21, =31, =-9 X, +7X, +5%; =29

5. En el siguiente sistema de ecuaciones, que valores puede “N’ para que el
sistema tenga infinitas soluciones.

2x - (A +7)y =0
(A -3)x+8y=0
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PRACTICO # 5 (APLICACIONES DE VECTORES)

1. ¢Es posible que dos vectores tengan la misma direccion, punto de aplicacion e
intensidad y que sean distintos?

2. ¢Cudl de los siguientes vectores tiene mayor modulo? (3,0);(2,1);(2.5,2).

3. Expresa en coordenadas cartesianas los vectores 2 y 30°; 2y 602; 2y 1359; 5
y 300; 2 y 2700,

4. Expresa en coordenadas polares los vectores(2,1); (-2,1); (2,-1) y (-2,-1).

5. Con los vectores v(1,2);w(2,-1) y u(-1,1) realiza las sumas:
a) u+v+w b)v+u+w cu-v d)v-u e)u-w

6. Dados los vectores v(1,2) y w(-2,1), équé vector deberé sumar a v + w para
obtener el vector (0,0)?

7. Dados v(1y 45°) y w(2 y 180°) ¢Calcule su producto escalar?

8. Con los vectores v(1,2);w(2,-1) y u(-1,1) realiza:
ayu.w byv.w cu.v dv.u

9. ¢Qué angulo forman los vectoresuy v ; uy w; vy w del ejercicio anterior?

10. Calcule el producto escalar entre:

a) u= (31412) yv= (21115) d) u= (111/1) yv= (2121_2)
b) u= (51_211) yv= (01_113) e) u= (31_411) yv= (21316)
C) u= (3011/1) yv= (2/2/2) f) u= ('3171'1) yv= (41'3/'11)

11.Determine la distancia entre los puntos P1(1,2,3) y P2(-3,-2,-1)

12. Determine el producto vectorial y el angulo comprendido entre:

a) u= (3/412) yv= (211/5) d) u= (111/1) yv= (212/'2)
b) u= (51_211) yv= (01_113) e) u= (31_411) yv= (21316)
C) u= (301111) yv= (21212) f) u= ('3171'1) yv= (41'31'11)

13. Determine el area del triangulo comprendido entre los puntos:
a) P1(112/3) 7 PZ(-3I-21-1) y P3(3I_3IO)

b) Pl(SIOIO) 7 PZ(OISIO) y P3(01015)
C) P1(3I-2I12) 7 PZ(-4I-2I7) y P3(1I-3IO)
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PRACTICO # 6 (ESPACIOS VECTORIALES)

1.

Determine cuales de los siguientes conjuntos son espacios vectoriales y para
los que no lo son, enumere las propiedades que no cumple:

a) El conjunto de pares (x ; y) con las operaciones
(x;y)+(x";y )=(x+x";y+y )y k(x;y)=(kx+ky)
b) El conjunto de pares ( x ; y ) con las operaciones

(x;y)+ (X 5y )=(x=xGy*y) y kx=x"
1
c) El conjunto de las matrices M, ; = ﬁ b}
Determine cuales de los siguientes son sub-espacios de R’
a) Todos los vectores (a; 0;0)
b) Todos los vectores (a;b;c)endondeb= a+c
c) Todos los vectores(a;b;c)endonde b=a+c+1

¢Cudles de los siguientes vectores son combinaciones lineales de :
U:(_Z/'-]/'j’) )4 V=(2/'4/.0)

a=(3;3;3)b=(4;2;8) c=(1;5,;6) d=(0;0;0)

Exprese los siguientes vectores como combinaciones lineales de:
U=(2,’],’4) / V=(.Z,".Z,'3) 14 W=(3/'2/'5)

a=(5,;9;5) b=(2;0;6) <¢=(0;0;0) d=(2;2;3)
Determine en cada caso si los vectores dados forman una base de R3

ay vi=(1;1;1) ; v2=(2;2;0) vy v3=(3,;0;0)
b) i=(2;-1;3) ; v2=(4;1;2) y v3=(8,-1;8)

¢Cuales de los siguientes conjuntos de vectores son linealmente
dependientes y cuales linealmente independientes?

a)u=(1;2)y = (-3;-6)enR?

b)A—13 B=| 2 % e M
120 y -4 0 2

) (2;-1;4);(3;6;2)y (2;10;-4) enR’
d) 2-x+4x*> ; 3+6x+2x°> y 2+10x-4x?% enP?.
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Algebra Lineal

PRACTICO # 7 (TRANSFORMACIONES LINEALES)

1. Determine si las siguientes funciones son o no transformaciones lineales.

Fo;y)=0(xy+1)

FOx;y) =(2x+y; x-y)
Fx;y;2) =, x+y+2)

F(a + bx + cx?) = (@ +1) + (@ + b)x + cx?)
F(x; y) = (2x; ¥9)

F({j gD:a.d_c.b

2. Dados las funciones F: R — R para los vectores indicados y conociendo
gue son transformaciones lineales, encuentre la expresion de cada funcién.

Pap oo

__h

a) F(1,2)=(2, 3, 1)
F(_115)=(_21 41 6)

b) F(3,4)=(7,9,1)
F(2,5) = (7,6, 3)
o F32)=@41,5)
F(5,4) = (6, 3,9)
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